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Développement :
Densité des fonctions continues nulle part dérivables

ANALYSE & PROBABILITES

Références : [QUE] QUEFFELEC H., ZuiLy C., Analyse pour Pagrégation, 4éme édition, Dunod, 2013, p270.
Pour 2-3 idées : [GX] GOURDON X., Les maths en téte, Analyse, 2°™° édition, ellipses, 2008, p401.

Pour les lecons :
- 201 : Espaces de fonctions. Exemples et applications.
- 203 : Utilisation de la notion de compacité.
- 205 : Espaces complets. Exemples et applications.
- 228 : Continuité, dérivabilité des fonctions réelles d’une variable réelle. Exemples et applications.

On note E le R-espace vectoriel des fonctions de continues de I := [0, 1] dans R muni de || - ||oc. Soit F' I’ensemble des
fonctions de F dérivables nulle part.
On admet (& mettre dans le plan dans ce cas) que (E, || - [|«) est complet.

Le but de ce développement est de montrer le théoreme de densité suivant :

Théoréme 1. ]

F' est dense dans E.

PREUVE : Pour n € N*, on pose :
An={feE|Vze[0,1] Fyel01] [f(z)-f)|>nlz—yl|}.

% ETAPE 1 : Soit n € N*. Montrons que A,, est ouvert.
Pour cela, on va montrer que A% := E\ A, est fermé. Soit (f,)pen € AN qui converge vers f € E pour | - [|oo.
Pour tout p € N, f, € A}, donc :

Jzp € 0,1] Vy €[0,1] |fp(zp) — fp(y)| < nlzp — yl.
Comme z, € [0, 1] qui est compact, d’apres le théoréeme de BOLZANO-WEIERSTRASS, on peut en extraire une sous-suite
convergente. On suppose donc que x, —+> z € E (quitte & remplacer (zp)pen par la suite extraite en question).
p—) o0

On va passer a la limite. Pour cela, on écrit :

|fp(zp) = f(2)| < |fp(@p) — flap)| + | f(2p) — f(2)].

Comme z, — =z et f continue en z, on a |f(zp) — f(z)] —> 0. En outre,
p—+oo p——+oo

|fo(zp) — f(p)] < | fo — flloo p:’w 0.

Donc :

lim ‘fp(xp) - f(z)] = 0.

p——+oo

11 vient, si y € [0,1] :
lf(@) =)l < [f(x) = folzp)|+ [folzp) = ()] +|fo(y) — F(¥)]

— 0 — — — 0
P Foo Srlzp=yl, SR el PS5 Foo

< nfr -yl

Donc f € A, ce qui montre que A;, est fermé, et donc :

% ETAPE 2 : Montrons que A, est dense dans E. Pour cela, on va montrer que A, est dense dans ’ensemble F des
fonctions polynomiales de E.

Soit P € F. Fixons p € N*. Soit N € N*. On pose,
conformément au schéma ci-contre : %
gyc si0<x< %
vz €[0,1] gp(z) = 1 P 1 1 >
?p(lfo) Slﬁ<m<ﬁ
1 ..
et on prend g, —-périodique. 1 1
N W N
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Déja, gp € E (limites latérales en tout point finies et égales). Ensuite, par construction, ||gp|lcc < —. Donc :

4p
lgp+ P — Pl < £
P o S
On a prouvé que (gp + P)pen= converge vers P pour la norme || - || Il reste & prouver que g, + P € A,.
. k k+1 . k k+1
1]. On's (N — 1] tel LB et L BT
Soit z € [0,1]. On se donne k € [0; ] tel que z € [QN’ 5N }, et soit y € [QN’ o }
Par inégalité triangulaire :
lgp(x) + P(x) = gp(y) = P(W)| = lgn(2) = gp(v)| — [P(z) — P(y)]|
Z  gp(x) — gp(y)| — |P(y) — P(z)|

N
z oolr =yl = [Pl Iy — 2,
p —_—
=M
grace a l'expression et g, et a I'inégalité des accroissements finis. Donc :

|%w+P@wgmn=mm><%—M)u—w

N
En prenant N assez grand tel que o5 M > n, on a donc :
p

Vp e N gp(x) + P(z) — gp(y) — P(y)| > n|z — |,

ce qui prouve que g, + P € A,,.
Donc A,, est dense dans F.
Maintenant, soit f € E, et soit € > 0. Le théoréeme d’approximation de WEIERSTRASS affirme que F est dense dans E.
Donc :

AP eF ||P— flleo <

N ™

Comme A,, est dense dans F :
Jg€An |lg— Pl <

N ™

Donc :
g = fllo < 1lg = Plloc + [P = flloo <.

‘ A,, est par conséquent dense dans E. ‘

x ETAPE 3 : Concluons avec le théoréme de BAIRE. Posons & cet effet :
A= (A
neN

On a A C E qui est complet, donc F est un espace de BAIRE, et A est une intersection dénombrable d’ouverts denses de
E. D’apres le théoréeme de BAIRE, A est dense dans E.
Montrons enfin que A C F. Soit f € A. Alors, pour tout n € N, on a f € A,, c’est-a-dire :

VneN Veel0,1] Jyn €[0,1] [f(z)— flyn)] > nlz —ynl. (1)

Soit z € [0, 1] et supposons par ’absurde que f soit dérivable en z. Alors, la fonction :

f(x) siz =y

serait continue sur [0, 1]. Elle serait donc bornée :
IM' >0 Yy €01 [f(2) - fy)| < Mz —yl.

Mais cela contredit (1). Donc f € F. Comme A est dense dans E :

‘ F' est dense dans F, ‘

ce qui acheve la preuve. O
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